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	STI2D - TP3 - Loi normale
	Cours (3/4)



En probabilités et statistiques, on approfondit le travail mené les années précédentes en l’enrichissant selon deux objectifs principaux : 

• Découvrir et exploiter des exemples de lois à densité. On aborde ici le champ des problèmes à données continues. La loi uniforme fournit un cadre simple pour découvrir le concept de loi à densité et les notions afférentes. Le travail se poursuit dans le cadre des lois exponentielle et normale où le lien entre probabilité et aire est consolidé. La loi normale, fréquemment rencontrée dans les autres disciplines, doit être l’occasion d’un travail interdisciplinaire.

• Compléter la problématique de la prise de décision par celle de l’estimation par intervalle de confiance. On s’appuie sur la loi normale et, en mathématiques, on se limite au cadre d’une proportion. Toutefois, la pertinence des méthodes statistiques utilisées dans les disciplines scientifiques et technologiques, en particulier l’estimation d’une moyenne, peut s’observer par simulation. 

Dans cette partie, le recours aux représentations graphiques et aux simulations est indispensable

	Programmes
	Capacités attendues
	Commentaires

	Loi normale d’espérance ( et d’écart-type (.
	Utiliser une calculatrice ou un tableur pour calculer une probabilité dans le cadre d’une loi normale.
	La loi normale est introduite à partir de l’observation, à l’aide d’un logiciel, du cumul des valeurs obtenues lors de la répétition à l’identique d’une expérience aléatoire dont le résultat suit une loi uniforme.

	
	Connaître et interpréter graphiquement une valeur approchée des événements suivants :
{X ( [( - ( ; ( + (]}

{X ( [( - 2( ; ( + 2(]}

{X ( [( - 3( ; ( + 3(]}

… lorsque X suit une loi normale d’espérance ( et d’écart-type (.
	On s’appuie sur des exemples issus d’autres disciplines.
On peut simuler une loi normale à partir de la loi uniforme sur [0 ;1]

	Approximation d’une loi binomiale par une loi normale.
	Déterminer les paramètres de la loi normale approximant une loi binomiale donnée.
	Toute théorie est exclue.

On illustre cette approximation à l’aide de l’outil informatique.
La correction de continuité n’est pas un attendu.

( Acceptabilité d’un résultat.

	Prise de décision et estimation :
Intervalle de fluctuation d’une fréquence
	Connaître l’intervalle de fluctuation asymptotique à 95% d’une fréquence obtenue sur un échantillon de taille n :
[ p – 1,96s\do1(\f(p(1 – p);n))EQ \r( )
 ; p + 1,96s\do1(\f(p(1 – p);n))EQ \r( )
 ]
… lorsque la proportion p dans la population est connue.

Exploiter un tel intervalle pour rejeter ou non une hypothèse sur une proportion.
	On fait observer que cet intervalle est proche de celui déterminé en première à l’aide de la loi binomiale, dès que n ( 30, np ( 5 et n(1 – p) ( 5.

	Intervalle de confiance d’une proportion
	Estimer une proportion inconnue avec un niveau de confiance de 95% par l’intervalle :

[ f – 1,96s\do1(\f(f(1 – f);n))EQ \r( )
 ; p + 1,96s\do1(\f(f(1 – f);n))EQ \r( )
 ]

… calculé à partir de la fréquence f obtenue sur un échantillon de taille n.

Juger de l’égalité de deux proportions à l’aide d’intervalles de confiance à 95% correspondant aux fréquences de deux échantillons de taille n.
	Cette expression de l’intervalle de confiance, pour n assez grand, est admise.

On constate par simulation que, pour n(30, sur un grand nombre d’intervalles de confiance, environ 95% contiennent la proportion à estimer.

La différence entre les deux fréquences observées est considérée comme significative lorsque les intervalles de confiance à 95% sont disjoints. C’est l’occasion d’étudier des méthodes statistiques pratiquées dans les disciplines scientifiques ou technologiques.

En liaison avec les enseignements technologiques et scientifiques, on peut observer par simulation la pertinence d’un intervalle de confiance de la moyenne d’une population, pour un caractère suivant une loi normale.

( Incertitude de mesure associée à un niveau de confiance.

( Dénombrement bactérien en milieu solide.


I. Courbe en cloche
Exemple :


Grâce à une étude médicale, on a obtenu la courbe suivante pour la répartition des tailles :

La moyenne de cette étude est 174 cm et l’écart-type 7 cm.


Dans de nombreux phénomènes aléatoires (ou statistiques) sont représentés par une courbe en cloche symétrique par rapport à un axe d’équation x = m où m est l’espérance (ou la moyenne) de la série.

La « forme » d’une telle courbe dépend :

· de sa moyenne m par laquelle passe l’axe de symétrie.

· De son écart-type ( qui va déterminer la « hauteur » de la cloche.

Exemples :



m = 1 et ( = 1
m = 1 et ( = 2
m = 1 et ( = 0,75
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II. Loi normale

a. Densité d’une loi normale


Soit m et ( deux réels (( > 0).


On appelle Loi Normale de moyenne m et d’écart-type ( la loi de la variable aléatoire réelle notée N(m ; () dont la densité est :

f(x) = r(2()EQ \s\do1(\f(1;())
 exp x – m;())EQ \b\bc\[(\a\ac(-0,5 ))

EQ \s\up14(2)
))


Dans le cas où m = 0 et ( = 1, on parle de loi normale centrée réduite N(0 ; 1).


Et alors la densité sera :

f(x) = r(2()EQ \s\do1(\f(1;))
 es\do1(\f(-x²;2))EQ \s\up12()

Remarques :

· Contrairement aux lois uniforme et exponentielle, x peut prendre toute les valeurs de ]-( ; +([ bien que les limites de f en -( et +( soient nulles.

· Pour calculer des probabilités avec une loi normale, il faudra calculer EQ \s\do10(\i\in(\d\ba2()a;\d\fo1()b;\s\up20( )\s\up10(f(x) dx))), et donc trouver une primitive de f(x)… or cette fonction ne possède pas de primitive qu’on puisse exprimer analytiquement ! On utilisera donc la machine, ou un formulaire.
b. Méthodes de calcul

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale N(m ; ().


Soit a et b deux réels.


On veut calculer P(a ( X ( b)


( Par calcul d’intégrale :



On sait que P(a ( X ( b) = EQ \s\do10(\i\in(\d\ba2()a;\d\fo1()b;\s\up20( )\s\up10(f(x) dx)))   avec    f(x) = r(2()EQ \s\do1(\f(1;())
 exp x – m;())EQ \b\bc\[(\a\ac(-0,5 ))

EQ \s\up14(2)
))



On utilise la commande fonctIntégr(Y1,X,A,B) après avoir entré la densité f(x) dans le champ Y1=

( En utilisant la densité de f préprogrammée dans la machine :



P(a ( X ( b) = fonctIntégr(normalFdp(X,m,(),X,A,B) 



(La commande normalFdp( se trouve dans le menu distrib de la machine)


( (la plus rapide) En utilisant la commande préprogrammée dans la machine :



P(a ( X ( b) = normalFrép(A,B,m,() 



(La commande normalFrép( se trouve dans le menu distrib de la machine)

Exemple :


Soit la variable aléatoire X, qui suit une loi normale de moyenne m = 20 et d’écart-type ( = 4.


P(15 ( X ( 25) = normalFrép(15,25,20,4) = 0,788
c. Propriétés



Si X suit une loi normale de moyenne m et d’écart-type (. 


Alors on a P(X ( m) = P(X ( m) = 0,5 (car la densité de la loi normale est symétrique)



Donc pour tout réel a on a :




Si a > m :
P(X ( a) = 0,5 + P(m ( X ( a)




Si a < m :
P(X ( a) = 0,5 – P(a ( X ( m)


On en déduit facilement :




Si a > m :
P(X ( a) = 0,5 – P(m ( X ( a)




Si a < m :
P(X ( a) = 0,5 + P(m ( X ( a)








D’autre part, on admettra que pour tout m et ( on a :

	P(m – ( ( X ( m + () ( 0,683
	P(m – 2( ( X ( m + 2() ( 0,954
	P(m – 3( ( X ( m + 3() ( 0,997


III. Approximation d’une loi binomiale par une loi normale

a. Loi binomiale


Quand on répète une telle épreuve n fois, la variable aléatoire X égale au nombre de succès suit une loi de probabilité binomiale de paramètres n et p notée B(n ; p).



Dans ce cas les valeurs possibles de X sont {0 ; 1 ; 2 ; … ; n}. X est une variable aléatoire discrète
 k );\s\do( n))EQ \x(P(X = k) =  pk qn – k)


EQ \x(E(X) = np)

EQ \x(VarX = npq) (q = 1 – p)



Pour calculer une telle probabilité à la machine :


( avec la formule : P(X = k) = 
EQ \x(n Combinaison k*p^k*q^(n–k ))

( avec la commande dédiée (dans le menu distrib) : P(X = k) = EQ \x(binomFdp(n,p,k))
Exemple :

On lance 10 fois une pièce et on compte le nombre de « Face ». La loi de probabilité est donnée par la loi normale B(10 ; 0,5) ;


Alors :
P(X = 3) =  binonFdp(10 , 0.5 , 3) ( 0,1171185
Conditions à vérifier pour utiliser la loi binomiale :

1. On a affaire à une épreuve de Bernoulli comportant deux issues possibles « réussite » et « échec » de probabilités respectivement p et q.

2. On répète n fois cette épreuve et les n réalisations sont indépendantes (un tirage avec remise par exemple).

3. La variable aléatoire X est égale au nombre de réussites.
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