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Dans la continuité de la classe de première, on apporte aux élèves des outils efficaces pour la résolution de problèmes rencontrés dans les enseignements scientifiques et technologiques. Cette partie est organisée selon deux objectifs principaux : 

• Découvrir et exploiter quelques formules trigonométriques classiques. À cette occasion, on consolide les connaissances sur la trigonométrie et le produit scalaire développées en classe de première.

• Enrichir les connaissances sur les nombres complexes. Il s’agit d’introduire et d’utiliser  la forme exponentielle d’un nombre complexe qui  s’avère très utile pour mener des calculs algébriques, notamment en lien avec les besoins des disciplines technologiques. On étudie aussi la résolution des équations du second degré à coefficients réels ; cela participe au développement de la culture scientifique des élèves et  se révèle efficace pour la résolution des équations différentielles du deuxième ordre à coefficients constants rencontrées lors de poursuites d’études.
	Programmes
	Capacités attendues
	Commentaires

	Produit scalaire dans le plan.

Formules d’addition et de 

duplication des sinus et cosinus.
	Connaître et utiliser ces formules sur des exemples simples.
	À partir des formules de duplication, on obtient les formules de  linéarisation  cos²a et sin²a. La linéarisation d’autres puissances n’est pas au programme.

	Nombres complexes

Forme exponentielle reiθ avec r ≥ 0.

Relation eiθ eiθ’ = ei(θ + θ’)

Produit, quotient et conjugué.


	Utiliser l’écriture exponentielle pour effectuer des calculs algébriques avec des nombres complexes.
	On fait le lien entre la relation eiθ eiθ’ = ei(θ + θ’) et les formules d’addition en trigonométrie. 

On exploite des situations issues des disciplines technologiques pour illustrer les calculs de produits  et de quotients  sous forme exponentielle. 


I. Nombres complexes

a. Forme algébrique d’un nombre complexe

On appelle forme algébrique d’un nombre complexe z la forme z = a + bi où a et b sont deux nombres réels, et i est le nombre tel que i² = -1.


Le nombre a est appelé partie réelle de z, et noté Re(z)



Le nombre b est appelé partie imaginaire de z, et noté Im(z)


Exemple :


z = 3 + 4i est un nombre complexe. Re(z) = 3 et Im(z) = 4

Remarques :

· La partie imaginaire d’un nombre complexe est un nombre réel.

· Si Im(z) = 0, alors z est un nombre réel.

· Si Re(z) = 0, z est un imaginaire pur.

· ( ( ( ( ( ( ( ( (
b. Formules


Soit  z = a + bi  et  z’ = a’ + b’i  deux nombres complexes.

a = a’ ;;b = b’ ))EQ \x(  z = z’ ( )


EQ \x(
z + z’ = (a + a’) + (b + b’)i)

EQ \x(
z × z’ = (aa’ – bb’) + (ab' + a'b)i)
Exemples :


Soit  z = 4 + 3i  et  z’ = -2 + 5i 


z + z’ = (4 + 3i) + (-2 + 5i) = (4 – 2) + (3 + 5)i = 2 + 8i

z × z’ = (4 + 3i)(-2 + 5i) = 4 × (-2) + 4 × 5i + 3i × (-2) + 3i × 5i = -8 + 20i – 6i – 15 = -23 + 14i
c. conjugué


Soit  z = a + bi  un nombre complexe. On appelle conjugué de z le nombre a – bi noté EQ \x\to(z).

Exemple :

Le conjugué de 4 + 3i est 4 – 3i.

d. Propriétés du conjugué :

EQ \x( = EQ \x\to(z) + EQ \x\to(z’))



( z’)EQ \x( = EQ \x\to(z) ( EQ \x\to(z’))



EQ \x(z ( = a² + b²)

e. Inverse


Soit  z = a + bi  un nombre complexe. L’inverse de z est le nombre :

s\do1(\f(1;z))EQ \x( = r(a² + b²)EQ \s\do1(\f(a;))
 –  r(a² + b²)EQ \s\do1(\f(b;))
 i)

II. Géométrie et nombres complexes


a. En notation algébrique :


Dans un repère orthonormal, on dit que :


- le nombre z = a + bi est l’affixe du point M(a ; b) ou du vecteur EQ \o(\s\up10(¾®);OM).

- le point M est l’image du nombre z = a + bi.


- le vecteur EQ \o(\s\up10(¾®);OM) est le vecteur image du nombre z = a + bi.

EQ \x(a = Re(z) est l’abscisse de M)

EQ \x(b = Im(z) est l’ordonnée de M)
Exemple :


Placer dans le repère les points :

A (2 + 3i)

B (-5 + i)

C (3)

D (-2i) :

Remarques :

- pour éviter les confusions, le repère ne s’appellera plus (O, EQ \o(\s\up10(®);i), EQ \o(\s\up10(®);j)) mais (O, EQ \o(\s\up10(®);u), EQ \o(\s\up10(®);v))

- le plan muni de ce repère est appelé plan complexe.

- tout nombre réel aura son image sur l’axe des abscisses désormais appelé « axe des réels »
- tout nombre imaginaire pur aura son image sur l’axe des ordonnées désormais appelé « axe des imaginaires »

b. La notation trigonométrique
Soit M le point du plan complexe qui a pour affixe z = a + bi.
On appelle module de z et on note |z| le nombre |z| = OM = ρ
On appelle argument de z (non nul) et on note arg(z) tout nombre de la forme ( + k2( où ( est une mesure de l’angle orienté EQ \o(\s\up4(a);xOM).

En première, on notait cette forme trigonométrique : [ρ ; θ]
Propriétés :

1. Soit M le point d’affixe z = a + bi.


Alors |z|= EQ \r(a² + b²)

2. Soit A le point d’affixe zA et B le point d’affixe zB.

Alors l’affixe du vecteur EQ \o(\s\up10(¾®);AB) est zB – zA et AB = |zB – zA|
III. Notation exponentielle

On appelle notation exponentielle de z la notation ρeiθ où : EQ \b\lc\{(\a\al(( est le module de z;( est l’argument de z))
Exemples :


La notation exponentielle de 1 est ei0 ; La notation exponentielle de i est eiπ/2
Remarque :

Pour tout θ réel on a eiθ = cos θ + i sin θ

Formules de conversion :


Pour tout nombre complexe, on peut passer d’une forme à une autre en utilisant les formules :

a² + b²)EQ \x(|z| =  = ()

a;|z|))EQ \x(cos ( = )


b;|z|))EQ \x(sin ( = )


 EQ \x(a = (.cos ()
 
EQ \x(b = (.sin ()
Exemple 1 :

Soit z un nombre complexe dont la forme algébrique est z = -1 + iEQ \r(3)

( = r(3)EQ \r((-1)² + ()²)
 = EQ \r(1 + 3) = EQ \r(4) = 2


s\do1(\f(-1;|z|))EQ \b\lc\{(\a\al(cos ( =  = EQ \s\do1(\f(-1;2));sin ( = EQ \s\do1(\f(;|z|))
 = EQ \s\do1(\f(;2))
))
 
et on reconnaît là des valeurs remarquables du sinus et du cosinus : ( = EQ \s\do1(\f(2(;3))

La forme trigonométrique de z est donc 2 ei2π/3
Exemple 2 :

Soit z un nombre complexe dont la forme trigonométrique est 5 eiπ/6

r(3)s\do1(\f(EQ \b\lc\{(\a\al(a = (.cos ( = 5 ×  ;2) = 5r(3)EQ \s\do1(\f(;2))
)
;b = (.sin ( = 5 ×  EQ \s\do1(\f(1;2)) = EQ \s\do1(\f(5;2))) )
 en utilisant les valeurs remarquables du sinus et du cosinus de ( = EQ \s\do1(\f((;6))
La forme algébrique de z est donc z = r(3)EQ \s\do1(\f(5;2))
 + EQ \s\do1(\f(5;2)) i
IV. Utilisations de la notation exponentielle
a. Formules de calcul


La notation exponentielle z la notation ρeiθ obéit aux mêmes règles que les nombres réels, sur les produits et les puissances. En conséquence :

	EQ \x(ρeiθ ( ρ’eiθ’ = ρρ’ei(θ + θ’))
	s\do1(\f(ρeiθ;ρ’eiθ’))EQ \x( = EQ \s\do1(\f(ρ;ρ’)) ei(θ - θ’))

	EQ \x((ρeiθ)n = ρn einθ)

	donc
	donc
	donc

	|zz’| = |z| |z’|
	s\do1(\f(z;z’))EQ \b\bc\|(\a\ac( ))
 = EQ \s\do1(\f(|z|;|z’|))
	|zn| = |z|n

	arg (zz’) = arg z + arg z’
	arg s\do1(\f(z;z’))EQ \b\bc\((\a\ac( ))
 = arg z - arg z’
	arg (zn) = n arg z


Remarque :


La notation exponentielle n’est d’aucun intérêt quand on ajoute/soustrait des nombres complexes.

b. Conséquences en trigonométrie (formules d’addition et de duplication)


On sait que : z = eia ( eib = ei(a + a)


En notation algébrique : 
z = (cos a + i sin a)(cos b + i sin b) = cos(a + b) + i sin(a + b)


On développe :
z = cos a cos b + i cos a sin b + i sin a cos b – sin a sin b = cos(a + b) + i sin(a + b)

On identifie les parties réelles et les parties imaginaires :
Re(z) = EQ \x(cos(a + b) = cos a cos b – sin a sin b)










Im(z) = EQ \x(sin(a + b) = cos a sin b + sin a cos b)

On pourrait de la même façon retrouver les formules de soustraction ou de duplication (formulaire).
Application : calcul de cos EQ \s\do1(\f(7(;12)) en remarquant que EQ \s\do1(\f((;3)) + EQ \s\do1(\f((;4)) 
c. Linéarisation de cos²a et sin²a
(à partir des formules de duplication)

A FINIR
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