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	Contenus
	Capacités attendues
	Commentaires

	Fonction  x ( exp(x)
	Connaître les variations, les 
limites et la représentation graphique de la fonction exponentielle. 
	Pour tout nombre réel  a, le réel  exp(a) est défini comme unique solution de l’équation d’inconnue  b :  ln b = a

	Relation fonctionnelle. 

Notation x ( ex
	Utiliser la relation fonctionnelle pour transformer une écriture.
Passer de  ln x = a à x = ea et inversement,  a étant un réel et x un réel strictement positif.
	On justifie la notation ex . 

	Exemples de fonctions exponentielles de base a , x(ax  où  a est un réel strictement positif, et de fonctions puissances x(x(   , avec ( réel.
	
	En lien avec les autres disciplines, on étudie quelques exemples simples de fonctions exponentielles de base  a ou de fonctions puissances, mises sous la forme eu.  

Aucun résultat théorique n’est à connaître

	Comparaison des comportements en  ∞+ de la fonction exponentielle (de base e) et de la fonction logarithme népérien avec les fonctions puissances.
	Connaître et utiliser les limites de :

x ( EQ \s\do1(\f(ex;xn))
x ( EQ \s\do1(\f(ln x;xn))
en +∞, n étant un entier naturel.
	Ces résultats sont conjecturés puis admis. 

On se limite à des exemples simples d’utilisation.  

L’approche, à l’aide d’un logiciel, de la limite en +∞ de fonctions de la forme EQ \s\do1(\f(ln x;xa)) , avec ( ∈]0, 1[ enrichit le point de vue. 

( Radioactivité.
( Transmission par courroie.


I. Fonction exponentielle
a.
Définition :


On sait que pour tout b ( ]-( ; +([, il existe un unique nombre a tel que b = ln a .


On appelle fonction exponentielle la fonction qui à tout nombre x associe le nombre (noté « exp x » ou e x ) dont le logarithme népérien vaut x.

On dit que la fonction exponentielle est la réciproque de la fonction logarithme néperien.

b.
Conséquences immédiates :

· Pour tout x ( (, s\up4(x)EQ \x(ln (e ) = x)
 
· Pour tout x ( (+, EQ \x(e ln x = x) 
· ln 1 = 0 donc EQ \x(e 0 = 1)
· ln e = 1 donc EQ \x(e 1 = e)
II. Propriétés algébriques

Pour tous réels a et b , on a les égalités :

	( e a + b = e a (  e b
	( e a – b = EQ \s\do1(\f(e a ;e b))
	( e -a = EQ \s\do1(\f(1;e a))
	( e ab = (e a)b


Remarque : on retrouve exactement les propriétés déjà connues pour les puissances.
Exemples :

( e 5 + x = ex ( e3
( e x – 3 = EQ \s\do1(\f(ex;e3))
( e-2 = EQ \s\do1(\f(1;e2)) 
( e 2x = (e 2)x = (e x)2  
Attention : les expressions suivantes ne peuvent pas être transformées !
	e a ( b= idem
	e a / b= idem
	e a +  e b = idem
	e a –  e b = idem


III. Etude de la fonction exponentielle
a. Ensemble de définition

La fonction ln x est définie de ]0 ; +([ vers ]-( ; +([ 

Conséquences :
· la fonction e x est définie de ]-( ; +([ vers ]0 ; +([
· la fonction e x est toujours positive
b. Sens de variation


On admettra que : 
EQ \x((e x)’ = e x)

Pour tout x ( ]-( ; +([, e x > 0 donc la fonction e x est strictement croissante sur ]-( ; +([


Conséquence de la croissance de e x ( Théorème :



Pour tous réels a et b réels :

· a < b  ( e a < e b
· a = b  ( e a = e b
· a > b  ( e a > e b
c.
Limites


On va essayer de déterminer les limites aux bornes de l’intervalle d’étude, donc EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) e x et EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) e x .

( en -( (expérimentalement)
	x
	0
	-1
	-10
	-102
	-103
	-106
	-109

	e x (()
	1
	0,368
	4,5 ( 10-5
	4 ( 10-44
	Trop petit pour la machine



On admettra le résultat suivant qui semble évident :

x ® -¥))EQ \x( e x = 0)

( en +( (expérimentalement)

	x
	0
	1
	10
	102
	103
	106
	109

	ln x (()
	1
	2,718
	22 026
	2,7 ( 1043
	Trop grand pour la machine



On peut rendre e x aussi grand qu’on veut. En effet, si je veux e x > A il me suffit de prendre x > ln A.


On retiendra le résultat suivant :

x ® +¥))EQ \x( e x = +()

d. Valeurs remarquables


On sait que :
EQ \x(e 0 = 1)
et
EQ \x(e 1 = e)

Rappel : e ( 2,718 281 828
e. Tableau de variation

On résume toutes les informations précédentes dans un tableau :

f. Courbe représentative

Dans un repère orthonormé, on représente la courbe de f ainsi que sa tangente en 0.



IV. Dérivée d’une fonction composée

On rappelle la formule   (v o u) ’ = u’ ( v’ o u  ou   c'est-à-dire   v[u(x)] ‘ = u’(x) ( v’[u(x)]


En particulier, si v(x) = e x on a :

EQ \x((e u)’ = u’ e u)

Exemple :

Déterminer la dérivée de f(x) = e   2x + 3

( f’(x) = 2 e   2x + 3
V. Croissance comparée à l’infini


On admettra les limites suivantes pour tout n entier strictement positif :
x ® +())EQ \x( EQ \s\do1(\f(ex;xn)) = +()




x ® -())EQ \x( xn ex = 0)

VI. Fonctions exponentielles de base a
a. Puisssance non entière

On sait que :


23 = 2 ( 2 ( 2 = 8


25 = 2 ( 2 ( 2 ( 2 ( 2 = 32

… mais 24,3 = ????


On sait aussi que :



23 = exp (ln 23) = e 3 ln 2 = 8


25 = exp (ln 25) = e 5 ln 2 = 32


… donc 24,3 = e 4,3 ln 2 ( 19,698
b. Définition

On appelle fonction exponentielle de base a (a est un nombre réel strictement positif) toute fonction f définie sur ]-( ; +([ par :

EQ \x(f(x) = a x = e x ln a)
c. Etude de la fonction

Pour tout a est un nombre réel strictement positif, on a a0 = e 0 ( ln a = e 0 = 1
Limites :


Si 0 < a < 1 alors ln a < 0 et EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) e x ln a = x ® +¥))EQ \x( a x = 0)
 et EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) e x ln a = x ® -¥))EQ \x( a x = +()


Si a > 1 alors ln a > 0 et EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) e x ln a = x ® +¥))EQ \x( a x = +()
 et EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) e x ln a = x ® -¥))EQ \x( a x = 0)

Sens de variation :

f'(x) = (e x ln a)’ = (ln a) e x ln a  donc f'(x) est du signe de ln a

Si 0 < a < 1 alors ln a < 0 et f décroissante sur ]-( ; +([ 


Si a > 1 alors ln a > 0 et f croissante sur ]-( ; +([ 

d. Exemples :

A l’aide de la machine, tracer dans un même repère les courbes des fonctions définies par :

f(x) = 0,1x

g(x) = 0,9x

h(x) = 1,1x

k(x) = 1,9x
e. Utilisation :


Un produit radioactif voit sa masse diminuer régulièrement par désintégration.


Par exemple, un échantillon de masse initiale 100g d’Iode 131 aura une masse au jour t de :

M(t) = 100(0,917)t

Comme 0,917 < 1, on sait que M(t) est décroissante.
1. Quelle sera la masse de cet échantillon au bout de 10 jours ?
2. Au bout de combien de temps la masse de l’échantillon aura-t-elle diminué de moitié ? (c’est ce qu’on appelle la demi-vie de l’iode 131)

VII. Fonctions puissances
a. Définition


On appelle fonction puissance toute fonction f définie sur ]0 ; +([ par :
EQ \x(f(x) = x ( = e ( ln x) , où ( est un nombre réel strictement positif.
c. Etude de la fonction

Limites :

f(x) = x ( = e ( ln x
Puisque ( > 0,  EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) ( ln x = +( donc EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥))e ( ln x = x ® +¥))EQ \x(x ( = +()

Sens de variation :


(x ()’
= (e ( ln x)’ = ( ( EQ \s\do1(\f(1;x)) ( e ( ln x = ( ( x-1 ( e ( ln x 
= ( ( e - ln x  ( e ( ln x  = ( ( e ( ln x - ln x  = ( ( e (( - 1) ln x  

d’où:

EQ \x((x ()’ = ( x ( - 1) 

Puisque ( > 0 alors la fonction est strictement décroissante sur ]0 ; +([ .

Exemple :


Soit f(x) = x 3/2 , alors f’(x) = EQ \s\do1(\f(3;2)) x 1/2
c.
Cas particulier où ( = 1/n

(x 1/n) = e  1/n ln x et (x 1/n)n = (e 1/n ln x)n = e n ( 1/n ln x = e ln x = x

La fonction f définie sur ]0 ; +([ par f(x) = x 1/n est la fonction réciproque de la fonction g définie sur ]0 ; +([ par g(x) = x n et on note x 1/n = nEQ \r(x)

Exemple :


La réciproque de la fonction x ( x3 est la fonction x ( x1/3 = 3 EQ \r(x) « racine cubique de x »

Remarque :



La réciproque de la fonction x ( x2 est la fonction x ( x1/2 . Or on sait aussi que réciproque de la fonction x ( x2 est la fonction x ( EQ \r(x). D’où x)EQ \x( = x1/2)

d.
Croissances comparées à l’infini

On admettra que pour tout ( ( (+ :
x ® +())EQ \x( EQ \s\do1(\f(ex;x()) = +()



x ® +())EQ \x( EQ \s\do1(\f(ln x;x()) = 0)
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