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	Programmes
	Capacités attendues
	Commentaires

	Calcul de dérivées : compléments.
	Calculer des dérivées des fonctions de la forme :

x ( un(x), n entier relatif non nul.
	A partir de ces exemples, on met en évidence une expression unifiée de la dérivée x ( f(u(x)), mais sa connaissance n’est pas une capacité attendue.

	Asymptotes parallèles aux axes :

· Limite finie d’une fonction à l’infini.

· Limite infinie d’une fonction en un point.

Limite infinie d’une fonction à l’infini.

Limites et opérations.


	· Interpréter une représentation graphique en terme de limite.

· Interpréter une limite en termes d’asymptote.

· Déterminer la limite d’une fonction simple.

· Déterminer des limites des fonctions de la forme :
	Ces notions sont introduites par une approche numérique et graphique à l’aide d’un logiciel ou d’une calculatrice.

On se limite aux fonctions déduites des fonctions de référence par addition, multiplication ou passage à l’inverse, et on évite tout excès de technicité.

La  fonction x ( f(u(x)), enchainement de la fonction u suivie de la fonction f, est introduite pour la recherche de limites.
La rédaction attendue est simple et sans aucun formalisme..


I. Notion de fonction

C’est la relation f qui associe à un antécédent x son image f(x).

On la donne sous forme d’une expression algébrique dont x est une variable qui peut prendre toutes les valeurs de l’ensemble de définition (donné par l’énoncé).


Etudier une fonction, c’est indiquer son sens de variation (croissante ou décroissante) et tous les renseignements utiles pour tracer sa courbe représentative.
II. Fonction dérivée

a. Définition


Soit f dérivable sur un intervalle I.


On appelle fonction dérivée de f (et on note f’) la fonction qui, à tout x de I, associe son nombre dérivé.

Ce nombre dérivé correspond au coefficient directeur (« la pente ») de la tangente au point d’abscisse x.

Remarque :


En physique, la dérivée de f par rapport à la variable x est notée EQ \s\do1(\f(df;dx)) .
b. Fonctions dérivées des fonctions usuelles


De la même façon, on détermine les fonctions dérivées suivantes :

	fonction :
	définie sur :
	dérivable sur :
	fonction dérivée :

	f(x) = k (constante)
	(
	(
	f’(x) = 0

	f(x) = x
	(
	(
	f’(x) = 1

	f(x) = xn
	(
	(
	f’(x) = nxn-1

	f(x) =  EQ \r(x)
	(*
	(*
	f’(x) =  EQ \s\do1(\f(1;2 \r(x)))

	f(x) = cos x
	(
	(
	f’(x) = - sin x

	f(x) = sin x
	(
	(
	f’(x) = cos x


c. Opérations sur les fonctions dérivées

Soit u et v deux fonctions dérivables sur un même intervalle I. On admettra les résultats suivants :

	
	f
	f’

	1. Somme
	u + v
	u’ + v’

	2. Produit par un réel constant
	k.u
	k.u’

	3. Produit de deux fonctions
	u.v
	u’.v + u.v’

	4. Carré d’une fonction
	u²
	2u’.u

	5. Inverse
	EQ \s\do1(\f(1;u))
avec u(x) ( 0 sur I
	EQ \s\do1(\f(-u’;u²))

	6. Quotient
	EQ \s\do1(\f(u;v))
avec v(x) ( 0 sur I
	EQ \s\do1(\f(u’.v – u.v’;v²))

	7. Fonctions circulaires
	
	


d. Composée avec une fonction
Théorème :


Soit une fonction f une fonction composée d u, donc f(x) = [u(x)]n.


Alors :
EQ \x(f’(x) = n. u'(x) × [u(x)]n-1)
III. Applications des fonctions dérivées

a.
Tangente à une courbe


Soit f une fonction dérivable en x0.


On appelle tangente à la courbe représentative de f au point x0 la droite passant par le point A(x0 ; f(x0)) et de coefficient directeur f’(x0).

Exemple :


La fonction f : x ( x3 admet au point (2 ; 8) une tangente dont le coefficient directeur est 12.
Théorème :


Soit f une fonction dérivable en x0.


La courbe représentative de f admet au point A(x0 ; f(x0))  une tangente dont l’équation réduite est :

EQ \x(y = f’(x0)(x – x0) + f(x0))
Exemple :


La tangente à f : x ( x3 admet au point A(2 ; 8) admet pour équation :

y = 12(x – 2) + 8   (   y = 12x – 24 + 8   (   EQ \x(y = 12x – 16)
b. Sens de variation d’une fonction

Théorème :


Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de (.


Si f’(x) est strictement positive pour tout x de I, alors f est strictement croissante sur I


Si f’(x) est strictement négative pour tout x de I, alors f est strictement décroissante sur I

c. Extremum
Théorème :


Si f est dérivable sur I et admet un extremum local (maximum ou minimum) en un point x0 distinct des extrémités de I, alors f’(x0) = 0
Attention : La réciproque n’est pas vraie : il existe des fonctions qui admettent une dérivée nulle en un point sans pour autant avoir un extremum en ce point. Cela signifie que la courbe admet une tangente horizontale mais sans changer de sens de variation.
d.
Equation de la forme f(x) = (
Théorème :


Soit f est dérivable sur [a ; b], avec a < b :


Si f′ est à valeurs strictement positives sur [a ; b],

Alors :


f est strictement croissante sur [a ; b] et pour tout élément ( de [f(a) ; f(b)] l'équation f(x) = ( admet une solution et une seule dans [a ; b].



Si f′ est à valeurs strictement négatives sur [a ; b],

Alors :


f est strictement décroissante sur [a ; b] et pour tout élément ( de [f(b) ; f(a)] l'équation f(x) = ( admet une solution et une seule dans [a ; b].
Exemple : On considère la fonction f : x ( x² – x – 3 sur l’intervalle [0 ; 3]


( On détermine f’(x) = 2x – 1


( On étudie le signe de f :

	x
	0
	EQ \s\do1(\f(1;2))
	3

	f’(x)
	–
	+


· f’ est strictement positive sur [2 ; 3]

· f(2) = 2² – 2 – 3 = -1  et  f(3) = 3² – 3 – 3 = 3
Alors d’après le théorème, l’équation pour tout élément ( de [-1 ; 3] l'équation f(x) = ( admet une solution et une seule dans [2 ; 3].

En particulier, puisque 0 ( [-1 ; 3] alors l’équation f(x) = 0 admet une solution et une seule dans [2 ; 3].

Remarques :


Pour utiliser ce théorème il faut bien vérifier que…

	… f est dérivable sur [a ; b] sinon f(x) = ( risque de ne pas avoir de solution.
	… f est strictement croissante (décroissante) sur [a ; b] sinon f(x) = ( risque d’avoir plusieurs solutions.
	… ( ( [f(a) ; f(b)] sinon f(x) = ( n’aura pas de solution.



IV. Limite d’une fonction

On connaît la fonction carré et la fonction inverse, dont les courbes sont les suivantes :


Nous sommes capables de les représenter dans un repère… partiellement. En effet, que ce passe-t-il quand x devient très grand pour la fonction carré ? Que ce passe-t-il quand x est très proche de 0 pour la fonction inverse ?


Dans la mesure où l’on ne peut pas calculer le carré de +( (qui n’est pas un nombre) ni l’inverse de zéro (valeur interdite), on va étudier ce qu’il se passe quand « x tend vers +( » ou quand « x tend vers 0 ». C’est ce que l’on appellera l’étude des « limites » de la fonction.

a.
Etude (expérimentale) de quelques limites en +(

On va calculer les valeurs de différentes fonctions quand x devient de plus en plus grand

	x
	x2
	x3
	EQ \r(x)
	r(x)EQ \s\do1(\f(1;))

	EQ \s\do1(\f(1;x))
	EQ \s\do1(\f(1;x2))
	EQ \s\do1(\f(1;x3))

	10
	100
	1000
	( 
	(
	0,1
	0,01
	0,001

	102
	104
	106
	10
	0,1
	0,01
	10-4
	10-6

	103
	106
	109
	(
	(
	0,001
	10-6
	10-9

	1010
	1020
	1030
	105
	10-5
	10-10
	10-20
	10-30



On en déduit les limites suivantes, pour tout n ( (
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( +()) xn = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( +()) EQ \r(x) = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( +())  EQ \s\do1(\f(1;xn)) = 0
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( +())  r(x)EQ \s\do1(\f(1;))
 = 0


b.
Etude (expérimentale) de quelques limites en -(

On va calculer les valeurs de différentes fonctions quand x devient de plus en plus petit

	x
	x2
	x3
	EQ \s\do1(\f(1;x))
	EQ \s\do1(\f(1;x2))
	EQ \s\do1(\f(1;x3))

	-10
	100
	-1000
	-0,1
	0,01
	-0,001

	-102
	104
	-106
	-0,01
	10-4
	-10-6

	-103
	106
	-109
	-0,001
	10-6
	-10-9

	-1010
	1020
	-1030
	-10-10
	10-20
	-10-30



On en déduit les limites suivantes, pour tout n ( (
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( -()) xn = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( -()) xn = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( -())  EQ \s\do1(\f(1;xn)) = 0

	si n est pair
	si n est impair
	


c.
Etude (expérimentale) de quelques limites en 0

On va calculer les valeurs de différentes fonctions quand x devient de plus en plus proche de 0.

	x
	x2
	x3
	EQ \s\do1(\f(1;x))
	EQ \s\do1(\f(1;x2))
	EQ \s\do1(\f(1;x3))

	-10-1
	0,01
	-0,001
	-10
	100
	-1000

	-10-2
	10-4
	-10-6
	-102
	104
	-106

	-10-10
	10-20
	-10-30
	-1010
	1020
	-1030

	0
	0
	0
	n’existe pas
	n’existe pas
	n’existe pas

	10-10
	10-20
	10-30
	1010
	1020
	1030

	10-2
	10-4
	10-6
	102
	104
	106

	10-1
	0,01
	0,001
	10
	100
	1000



On en déduit les limites suivantes, pour tout n ( (

On distinguera 0+ (x(0 avec x>0) et 0- (x(0 avec x<0) 

	EQ \O(lim;\s\do6(x ( 0)) xn = 0
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( 0+))  EQ \s\do1(\f(1;xn)) = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( 0-))  EQ \s\do1(\f(1;xn)) = +(
	EQ \O(lim;\s\do6(x ( 0-))  EQ \s\do1(\f(1;xn)) = -(

	
	
	si n est pair
	si n est impair


d.
Limite quand x tend vers a appartenant à I
Théorème :

Si f est définie sur un intervalle I contenant a, alors s\do6(x ( a))EQ \x( f(x) = f(a))
 
Exemple :

Soit f définie sur ]-2 ; +([ par f(x) = 3x² – 2x + 1  et on veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ( 2))  f(x)

EQ \O(lim;\s\do6(x ( 2))  f(x) = f(2) = 3( 2² – 2 ( 2 + 1 = 12 – 4 + 1 = 9
e.
Limite quand x tend vers a, borne de I
Propriété :

Dire que EQ \O(lim;\s\do6(x ( a)) f(x) = L revient à dire que EQ \O(lim;\s\do6(h ( 0)) f(a + h) = L
Méthode :

1. Poser x = a + h
2. Remplacer x dans l’expression de f(x)
3. Etudier la limite de f(a + h) quand h tend vers 0

Exemple :


Soit f définie sur ]-2 ; +([ par f(x) = EQ \s\do1(\f(1;x – 2))  et on veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ( 2))  f(x)
1. On pose x = 2 + h
2. Alors f(x) = EQ \s\do1(\f(1;2 + h – 2)) = EQ \s\do1(\f(1;h))
3. Dans ce cas EQ \O(lim;\s\do6(x ( 2+))  f(x) = EQ \O(lim;\s\do6(h ( 0+))  EQ \s\do1(\f(1;h)) = +(
V. Opérations sur les limites


Dans toutes ces propriétés, on ne précisera pas s’il s’agit de limites en a, lim f = +( et ou -( car elles s’appliquent dans tous les cas.

a. Produit d’une fonction par un réel constant


Soit f une fonction définie sur I et k un réel. La limite de la fonction k.f est donnée par le tableau :

	lim f
	L ( (
	+(
	+(
	-(
	-(

	k
	k ( 0
	k > 0
	k < 0
	k > 0
	k < 0

	lim k.f
	kL
	+(
	-(
	-(
	+(


Exemple :

On veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) -5x²


( EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) x² = +( donc EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) -5x² = -(
b. Somme de deux fonctions


Soit f et g deux fonctions définies sur I. La limite de la fonction f + g est donnée par le tableau :

	lim f
	L
	L
	L
	+(
	-(
	+(

	lim g
	L’
	+(
	-(
	+(
	-(
	-(

	lim f + g
	L + L’
	+(
	-(
	+(
	-(
	???


Exemple :

On veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) EQ \s\do1(\f(1;x)) + x²


(x ® +¥))EQ \b\rc\}(\a\ar( EQ \s\do1(\f(1;x)) = 0;EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) x² = +())
 donc EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) EQ \s\do1(\f(1;x)) + x² = +(
Attention : Il n’existe pas de règle générale si lim f = +( et lim g = -(. On dit dans ce cas que lim f + g est une forme indéterminée. Il faudra donc étudier ce type de fonction au cas par cas.

c. Produit de deux fonctions


Soit f et g deux fonctions définies sur I. La limite de la fonction f ( g est donnée par le tableau :

	lim f
	L
	L > 0
	L < 0
	L > 0
	L < 0
	+(
	+(
	-(
	0

	lim g
	L’
	+(
	+(
	-(
	-(
	+(
	-(
	-(
	(

	lim f ( g
	L ( L’
	+(
	-(
	-(
	+(
	+(
	-(
	+(
	???


Exemple :

On veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) x²(1 + x)


(
x ® +¥))EQ \b\rc\}(\a\ar( 1 + x = +(;EQ \O(lim;\s\do6(x ® +¥)) x² = +())
 donc x²(1 + x) = +(
Attention : Il n’existe pas de règle générale si lim f = 0 et lim g = ((. On dit dans ce cas que lim f ( g est une forme indéterminée. Il faudra donc étudier ce type de fonction au cas par cas.

d.
Inverse d’une fonction


Soit f une fonction définie sur I. La limite de la fonction EQ \s\do1(\f(1;f)) est donnée par le tableau :

	lim f
	L ( 0
	0+
	0-
	+(
	-(

	lim EQ \s\do1(\f(1;f))
	EQ \s\do1(\f(1;L))
	+(
	-(
	0+
	0-


Exemple :

On veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) EQ \s\do1(\f(1;5x²))

( EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) 5x² = +( donc EQ \O(lim;\s\do6(x ® -¥)) EQ \s\do1(\f(1;5x²)) = 0

e. Quotient de deux fonctions

	lim f
	L
	L ( 0
	L ( 0
	0
	0
	0
	(
	(
	(

	lim g
	L’ ( 0
	0
	(
	L’ ( 0
	(
	0
	L’ ( 0
	0
	(

	lim EQ \s\do1(\f(f;g))
	EQ \s\do1(\f(L; L’))
	(
(+R.S.)
	0

(+R.S.)
	0
	0
	???
	(
(+R.S.)
	(
(+R.S.)
	???


Exemple :

On veut déterminer EQ \O(lim;\s\do6(x ® 2+))  EQ \s\do1(\f(x²;x – 2))

(
x ® 2+))EQ \b\rc\}(\a\ar( x² = 4;EQ \O(lim;\s\do6(x ® 2+)) x – 2 = 0+))
 donc EQ \s\do1(\f(x²;x – 2)) = +(
f. Les formes indéterminées
On a vu que parfois, il n’existe pas de règle générale pour déterminer la limite d’une opération sur des fonctions. Il faudra donc étudier ce type de fonction au cas par cas.

En général, on s’en sort grâce à une séparation, un développement ou une factorisation forcée. (voir exercices)
VI. Asymptotes
a. Rappel sur les équations de droites

b.
Asymptote horizontale


c. Asymptote verticale
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Solution de


f(x) = (
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Solution de


f(x) = (
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